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Quantentheorie des einatomigen idealen Gases.
Zweite Abhandlung. 

Voii A. EINSTEIN.

In einer neulich in diesen Berichten (XXII 1924, S. 261) erschienenen Ab 
handlung wurde unter Anwendung einer von Hrn. D. BOSE xur Ableitung der 
PLANCKSchen Strahlungsformel erdacliten Methode eine Theorie der »Kntartung« 
idealer Gase angegeben. Das Interesse dieser Theorie liegt darin, dalS sie auf 
die Hypothese einer weitgehenden formalen Verwandtschaft zwischen Strah- 
lung und Gas gegriindet ist. Nach dieser Theorie weicht das entartete Gas 
von dem Gas der mechanischen Statistik in analoger Weise ab wie die Strah- 
lung gernafi dem PLANCKSchen Gesetze von der Strahlung gemaB dem WIEN- 
schen Gesetze. Wenn die BosESche Ableitung der PLANCKSchen Strahlungs 
formel ernst genommen wird, so wird man auch an dieser Theorie des idealen 
Gases nicht vorbeigehen diirfen ; denn wenn es gerechtf ertigt ist, die Strah 
lung als Quantengas aufzufassen, so mufi die Analogic zwischen Quantengas 
und Molekiilgas eine vollstandige sein. Im folgenden sollen die friiheren t)ber- 
legungen durch einige neue erganzt werden, die mir das Interesse an dem 
Gegenstande zu steigern scheinen. Der Bequemlichkeit halber schreibe ich das 
Folgende formal als Fortsetzung der zitierten Abhandlung.

§ 6. Das gesattig-te ideale Gas.

Bei der Theorie des idealen Gases scheint es eine selbstverstandliche 
Forderung, dafi Volumen und Tenjperatur einer Gasmenge willkurlich gegeben 
werden konnen. Die Theorie bestimmt dann die Energie bzw. den Druck 
des Gases. Das Studium der in den Gleichungen (18), (19), (20), (21) 
enthaltenen Zustandsgleichung zeigt aber, dafi bei gegebener Molekiilzahl n 
und gegebener Temperatur T das Volumen nicht beliebig klein gemacht werden 
kann. Gleichung (18) verlangt namlich, dafi fiir alle s o6*>o sei, was gemafi 
(20) bedeutet, dafi A^o sein rnufi. Dies bedeutet, dafi in der in diesem Falle 
gultigen Gleichung (i8b) * (= e~ A ] zwischen o und i Hegen mufi. Aus (i8b) 
folgt demnach, dalB die Zahl der Molekiile in einem solchen Gas bei gege- 
benem Volumen V nicht grofier sein kann als

_3_

( 2 7T m x T) 2 V

Sitzungsber. phys.-jnath. Kl. 1925. (1)
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n 
Was geschieht nun aber, wenn ich bei dieser Temperatur   (z. B. durch iso-

thermische Kompression) die Dichte der Substanz noch mehr wachsen lasse?

Ich behaupte, dafi in diesem Falle eine mit der Gesamtdichte stets wach- 

sende Zahl von Molekiilen in den i. Quantenzustand (Zustand ohne kinetische 

Energie) iibergeht, wahrend die iibrigen Molekiile sich gemafi dem Parameter- 

wert A = i verteilen. Die Behauptung geht also dahin, dafi etwas Ahnliches 

eintritt wie beim isothermen Komprimieren eines Dampfes iiber das Sattigungs- 

volumen. Es tritt eine Scheidung ein; ein Teil »kondensiert«, der Rest 

bleibt ein »gesattigtes ideales Gas« (A = o A= i).

Dafi die beiden Teile in der Tat ein thermodynamisches Gleichgewicht 

bilden. sieht man ein, indem man zeigt, dafi die »kondensierte« Substanz und

das gesattigte ideale Gas pro Mol dieselbe PLANCKsche Funktion <J> = S       

haben. Fiir die »kondensierte« Substanz verschwindet $, weil /S, E und V 
einzeln verschwinden 1 . Fiir das »gesattigte Gas« hat man nach (12) und (13) 

fiir A =. o zunachst

? (i g-«')-»-  . (25)

Die Summe kann man als Integral schreiben und durch partielle Integration 

umformen. Man erhalt so zunachst

CS° I

e K 'L 2 cs 3 ,

3 y _ ___ *"

v 'lr

i —e 

oder gemafi (8) und (11) und (15)

Aus (25) und (26) folgt also fiir das »gesattigte ideale Gas«

E+pV 
T

oder   wie es fur die Koexistenz des gesattigten idealen Gases mit der kon- 

densierten Substanz erforderlich ist  

* = o . (27)

Wir gewinnen also den Satz:
Nach der entwickelten Zustandsgleichung des idealen Gases gibt es bei 

jeder Temperatur eine maximale Dichte in Agitation befindlicher Molekiile.

1 Der >'kondensierte« Teil der Substanz beansprucht kein besonderes Volumen, da er 

zum Druck nichts beitragt.
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Bei Uberschreitung dieser Dichte fallen die iiberzahligen Molekiile als unbe- 
wegt aus (»kondensieren« ohne Anziehungskrafte). Das Merkwiirdige liegt 
darin, dafi das »gesattigte ideale Gas« sowohl den Zustand maximaier mog- 
licher Dichte bewegter Gasmolekiile als auch diejenige Dichte reprasentiert, 
bei welcher das Gas mit dem »Kondensat« im thermodynamischen Gleich- 
gewicht ist. Ein Analogon zum »ubersattigten Dampf« existiert also beim 
idealen Gas nicht.

§ 7. Vergleich der entwickelten Gastheorie mit derjeiiig-en, welche aus der 
Hypothese von der geg-enseitig-en statistischen Unabhang-ig-keit der Gas

molekiile folg-t.

Von Hrn. EHRENFEST und anderen Kollegen ist an BOSES Theorie der 
Strahlung und an meiner analogen der idealen Gase geriigt worden, dafi in 
diesen Theorien die Quanten bzw. Molekiile nicht als voneinander statistisch 
unabhangige Gebilde behandelt werden, ohne dafi in unseren Abhandlungen 
auf diesen Umstand besonders hingewiesen worden sei. Dies ist vollig rich- 
tig. Wenn man die Quanten als voneinander statistisch unabhangig in ihrer 
Lokalisierung behandelt, gelangt man zum WiENSchen Strahlungsgesetz; wenn 
man die Gasmolekiile analog behandelt, gelangt man zur klassischen Zustands- 
gleichung der idealen Gase, auch wenn man im iibrigen genau so vorgeht, 
wie BOSE und ich es getan haben. Ich will die beiden Betrachtungen fur 
Gase einander hier gegeniiberstellen, um den Unterschied recht deutlich zu 
machen, und um unsere Resultate mit denen der Theorie von unabhangigen 
Molekiilen bequem vergleichen zu konnen.

GemaB beiden Theorien ist die Zahl zv der »Zellen«, welche zu dem 
infinitesimalen Gebiet &E der Molekiilenergie (im folgenden »Elementargebiet« 
genannt) gehoren, gegeben durch

'V I 7
^=277  -(2 m) E ±E . (2a) h?

Der Zustand des Gases sei (makroskopisch) dadurch definiert, dai3 angegeben 
wird, wie viele Molekiile nv in einem jeden solchen infinitesimalen Bereich 
liegen. Man soil die Zahl W der Realisierungsmoglichkeiten (PLANCKSche 
Wahrscheinlichkeit) des so definierten Zustandes berechnen,

a) nach BOSE:
Ein Zustand ist mikroskopisch dadurch definiert, daB angegeben wird, 

wie viele Molekiile in jeder Zelle sitzen (Komplexion). Die Zahl der Kom- 
plexionen fiir das v-te infinitesimale Gebiet ist dann

(nv + zv -i}\ -"- (28)
Durch Produktbildung iiber alle infinitesimalen Gebiete erhalt man die Ge 
samtzahl der Komplexionen eines Zustandes und daraus nach dem BOLTZ- 
MANNSchen Satze die Entropie

(1*)
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DaG bei dieser Reclinungsweise die Verteilung der Molekiile unter die Zellen 
nicht als eine statistisch unabhangige behandelt ist, ist leicht einzusehen. Es 
hangt dies damit zusammen, daG die Falle. welche hier »Komplexionen« heiGen, 
iiach der Hypothese der unabhangigeii Verteilung der einzelnen Molekiile unter 
die Zellen. nicht als Falle gleicher Wahrscheinlichkeit anzusehen waren. Die 
Abzahlung dieser » Komplexionen « verschiedener Wahrscheinlichkeit wiirde 
dann bei tatsachlicher statistisch er Unabhangigkeit der Molekiile die Entropie 
nicht richtig ergeben. Die Formel driickt also indirekt eine gewisse Hypo 
these iiber eine gegenseitige Beeinflussung der Molekiile von vorlaufig ganz 
ratselhafter Art aus, welche eben die gleiche statistische Wahrscheinlichkeit 
der hier als »Komplexionen« definierteii Falle bedingt.

b) nach der Hypothese der statistischen Unabhangigkeit der Molekiile:
Ein Zustand ist mikroskopisch dadurch definiert, daG von jedem Molekiil

angegeben wird, in welcher Zelle es sitzt (Komplexion). Wie viele .Kom-
plexionen gehoren zu einem makroskopisch definierteii Zustand? Ich kann
nv bestimmte Molekiile auf

~n
*v

verschiedene Weisen auf die ^Zellen des v-ten Elementargebietes verteilen. Ist 
die Zuteilung der Molekiile auf die Elementargebiete schon in bestimmter 
Weise vorgenommen, so gibt es also im ganzen

Tl ft1-)
verschiedene Verteilungen der Molekiile iiber alle Zellen. Um die Zahl der 
Komplexionen im definierteii Sinne zu erhalten, muG nun dieser Betrag noch 
multipliziert werden mit der Anzahl

n\

der moglichen Zuordnungen aller Molekiile an die Elementargebiete bei ge- 
gebenen nv . Das Boi/rziwANNSche Prinzip ergibt dann fur die Entropie den 
Ausdruck

S = x { n Ig n -h ]£ (nv Ig zv — nv Ig nv) | . (2Qb)

Das erste Glied dieses Ausdruckes hangt nicht von der Wahl der makroskopi- 
schen Verteilung ab, sondern nur von der Gesamtzahl der Molekiile. Bei 
der Vergleichung der Entropien verschiedener makroskopischer Zustande des- 
selben Gases spielt dies Glied die Rolle einer belanglosen Konstante, welche 
wir weglassen konnen. Wir miissen sie weglassen, wenn wir   wie es in 
der Thermodynamik iiblich ist   erreichen wollen, daG die Entropie bei ge- 
gebenem innerem Zustand des Gases der Anzahl der Molekiile proportional 
sei. Wir haben also

S = * ]£ Mlg s,   Ig ra,) (290)

zu setzen. Man pflegt dies Weglassen des Faktors n I in W bei Gasen ge- 
wohnlich dadurch zu begriinden, daG man Komplexionen, die aus einander
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durch blofies Vertauschen gleichartigen Molekiilen entstehen, nicht als verschie- 
den betrachtet und deshalb nur einmal rechnet.

Nun haben wir fiir beide Falle das Maximum von S aufzusuchen unter 
den Nebenbedingungen

E   ̂  Ev nv = konst.

n = ^ nv = konst. 
Im Falle a) ergibt sich:

(3oa)

was abgesehen von der Bezeichnungsweise mit (13) ubereinstimmt. Im Falle b) 
ergibt sicli

In beiden Fallen ist hierbei /3 K T = i .
Man sieht ferner, dafi im Falle b) das MAXWELLSche Verteilungsgesetz her- 

auskomrnt. Die Quantenstruktur inacht sich hier nicht bemerkbar (wenigstens 
nicht bei unendlich grofiem Gesamtvolumen des Gases). Man sieht nun leicht, 
dafi Fall b) mit dem NERNSTschen Theorem unvereinbar ist. Um namlich den 
Wert der Entropie beim absoluten Nullpunkt der Temperatur fur diesen Fall 
zu berechnen, hat man (2gc) fiir den absoluten Nullpunkt zu berechnen. Bei 
diesem werden sich alle Molekiile im ersten Quantenzustand befinden. Wir 
haben also

nv = o fur v =%= i  
n = n

zu setzen. (290) liefert also fiir T = o

S = —n\gn. (31)
Es ist also bei der Berechnungsweise b) ein Widerspruch gegen die Aussage 
des NERNSTschen Theorems vorhanden. Dagegen steht die Berechnungsweise a) 
mit dem NERNSTschen Theorem im Einklang, wie man sofort sieht, wenri man 
bedenkt, dafi beim absoluten Nullpunkt im Sirme der Berechnungsweise a) 
nur eine einzige Komplexion vorhanden ist (W = i). Die Betrachtungsweise b) 
fiihrt nach dem Dargelegten entweder zu einem Verstofi gegen das NERNsrsche 
Theorem oder zu einem Verstofi gegen die Forderung, dafi die Entropie bei 
gegebenem innerem Zustand der Molekiilzahl proportional sein mufi. Aus 
diesen Griinden glaube ich, dafi der Berechnungsweise a) (d. h. BOSES stati- 
stischem Ansatz) der Vorzug gegeben werden mufi, wenn sich die Bevor- 
zugung dieser Berechnungsweise anderen gegeniiber auch nicht a priori er- 
weisen lafit. Dies Ergebnis bildet seinerseits eine Stiitze fiir die Auffassung 
von der tiefen Wesensverwandtschaft zwischen Strahlung und Gas, indem 
dieselbe statistische Betrachtungsweise, welche zur PLAN7 cKschen Formel fiihrt, 
in ihrer Anwendung auf ideale Gase die tlbereinstimmung der Gastheorie 
mit dem NERNSTschen Theorem herstellt.
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§ 8. Die Schwankiingseig-enschaften des idealeii Gases.

Ein Gas yom Volumen V kommuniziere mit einem solchen gleicher Natur 
von unendlich grofiem Volumen. Beide Volumina seien durch eine Wand 
getrennt, welch e nur Molekiile vom infinitesimalen Energiegebiet &E durch- 
lassen, Molekiile von anderer kinetischer Energie aber reflektiert. Die Fiktion 
einer solchen Wand ist der der quasi-monochromatisch durclllassigen Wand auf 
dem Gebiete der Strahlungstheorie analog. Es wird nach der Schwankung A,, 
der Molekulzahl nv gefragt, welche zu dem Energiegebiet &E gehort. Dabei 
wird angenommen, da6 ein Energieaustausch zwischen Molekulen verschiedener 
Energiegebiete innerhalb V nicht stattfinde, so da6 Schwankungen von Molekiil- 
zahlen, die zu Energien aufierhalb ±E gehoren, nicht stattfinden mogen.

Sei nv der Mittelwert der zu &E gehorigen Molekiile, nv + \ der Mo- 
mentanwert. Dann liefert (293) den Wert der Entropie in Funktion von A,, 
indem man in diese Gleichung nv H- A, statt nv einsetzt. Geht man bis zu 
quadratischen Gliedern, so erhalt man

, 3 . dA, 2 dA*

Eine almliche Relation gilt fiir das unendlich grofie Restsystem, namlich

Das quadratische Glied ist hier relativ unendlich klein wegen der relativ un- 
endlichen GroBe des Restsystems. Bezeiclmet man die Gesamtentropie mit

"V (= S -f- S°) , so ist -^—^- = o , weil im Mittel Gleichgewicht besteht. Man

erhalt also fur die Gesamtentropie durch Addition dieser Gleichungen die 
Relation

Nach dem BoLTZMANNSchen Prinzip erhalt man hieraus fur die Wahrscheinlich- 
keit der A^ das Gesetz

s r a^s

d W = konst e* d^ = konst e 2 " 3A " 

Hieraus folgt fur das mittlere Schwankungsquadrat

(33)

8 A: 

Hieraus ergibt sich mit Riicksicht auf (2 9 a)
2 

v " M \ \J t /
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Dies Schwankungsgesetz ist dem der quasi-monochromatischen PLANCKSphen 
Strahlung vollkommen analog. Wir schreiben es in der Form

= i+i- (34a)
Das Quadrat der mittleren relativen Schwankung der Molekiile der hervor- 
gehobenen Art setzt sich aus zwei Summanden zusammen. Der erste ware 
allein vorhanden, wenn die Molekiile voneinander unabhangig waren. Dazu 
kommt ein Anteil des mittleren Schwankungsquadrates, der von der mittleren 
Molekiildichte ganzlich unabhangig ist und nur durch das Elementargebiet ±E 
und das Volumen bestimmt ist. Er entspricht bei der Strahlung den Inter- 
ferenzschwankungen. Man kann ihn auch beim Gase in entsprechender Weise 
deuten, indem man dem Gase in passender Weise einen Strahlungsvorgaiig 
zuordnet und dessen Interferenz-Schwankungen bereclmet. Ich gehe naher 
auf diese Deutung ein, weil ich glaube, dafi es sich dabei um mehr als um 
eine blofie Analogic handelt.

Wie einem materiellen Teilchen bzw. einem System von materiellen Teil 
chen ein (skalares) Wellenfeld zugeordnet werden knnn, hat Ilr. E. DE BROGLIE 
in einer sehr beachtenswerten Schrift 1 dargetan. Einem materiellen Teilchen 
von der Masse m wird zunachst eine Frequenz v 0 zugeordnet gemafi der Gleichung

171 c2   JIM ( 2 c; \ ~~ o   v o o *

Das Teilchen ruhe nun in bezug ein galileisches System K' , in welchem wir 
eine uberall synchrone Schwingung von der Frequenz v a denken. Relativ zu 
einem System K, in bezug auf welches K' mit der Masse m mit der Ge- 
schwindigkeit v langs der (positiven) X-Achse bewegt ist, existiert dann ein 
wellenartiger Vorgang von der Art

v \ /_ r \I ^^ ——— >A/

sin 27T

\
I/-?

Frequenz v und Phasengeschwindigkeit V dieses Vorgangs sind also gegeben 
durch

=- (36)

(37)

1 Louis DE BROGLIE. Theses. Paris. (Edit. Musson & Co.), 1924. In dieser Dissertation findet sich auch eine sehr bemerkenswerte geometrische Interpretation der BoHR-So»iMERFEi,DScheu Quantenregel.
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v ist dann   wie Hr. DE BROGLIE gezeigt hat   zugleich die Gruppengeschwindig-mc2 
keit dieser Welle. Es ist ferner interessant, daB die Energie         des

c
Teilchens gemaB (35) und (36) gerade gleich h v ist, im Einklang rait der Grund- 
relatibn der Quantentheorie,

Man sieht nun, daB so einem Gase ein skalares Wellenfeld zugeordnet

werden kann, urid ich habe mich durch Rechnung davon iiberzeugt, daB   -
JUV

das mittlere Schwankungsquadrat dieses Wellenfeldes ist, soweit es dem von 
uns oben untersuchten Eiiergiebereich A E entspricht.

Diese tlberlegurigen werfen Licht auf das Paradoxon, auf welches am 
Ende meiner ersten Abhandlung hingewiesen ist. Damit zwei Wellenzuge merk- 
bar interferieren konnen, mussen sie beziiglich Fund v nahezu ubereinstimmen. 
Dazu ist gemaB (35), (36), (37) notig, daB v sowie m fur beide Gase nahezu 
ubereinstimmen. Die zwei Gasen von merklich verschiedener Molekiilmasse zu- 
geordneten Wellenfelder konnen daher nicht merklich miteinander interferieren. 
Daraus kann man folgern, daB sich gemaB der hier vorliegenden Theorie die 
Entropie eines Gasgemisches genau so additiv aus derjenigen der Gemisch- 
bestandteile zusammensetzt wie gemaB der klassischen Theorie, wenigstens 
solange die Molekulargewichte der Komponenten einigermafien voneinander 
abweichen.

§ 9. Bemerkuiig- iiber die Viskositat der Gase bei tiefen Temperaturen.
Nach den Betrachtungen des vorigen Paragraphen scheint es, daB mit jedem 

Bewegungsvorgang ein undulatorisches Feld verkniipft sei, ebenso wie mit der 
Bewegung der Lichtquanten das optische undulatorische Feld verkniipft ist. 
Dies undulatorische Feld   dessen physikalische Natur einstweilen noch dunkel 
ist, muB sich im Prinzip nachweisen lassen durch die ihm entsprecheiiden Be- 
wegungserscheinungen. So miiBte ein Strahl von Gasinolekiilen, der durch 
eine Offnurig hindurchgeht, eine Beugung erfahren, die der eines Lichtstrahles 
analog ist. Damit ein derartiges Phanomen beobachtbar sei, mufi die Wellen- 
lange A einigermafien vergleichbar sein mit den Dimensionen der Oftnung. Aus 
(35)» (S^) und (37) folgt nun fiir gegen c kleine Geschwindigkeiten

V h
A =   =    . (38) v mv

Dies X ist fur Gasmolekiile, die sich mit thermischen Geschwindigkeiten be- 
wegen, stets aufierordentlich klein, sogar meist erheblich kleiner als der Mole- 
kuldurchmesser cr. Daraus folgt zunachst, daB an die Beobachtung dieser Beu 
gung an herstellbaren Offnungen bzw. Schirmeri gar nicht zu denken ist.

Es zeigt sich aber, daB bei tiefen Temperaturen fur die Gase Wasser- 
stoff und Helium A von der Grofienordnung von cr wird, und es scheint in der 
Tat, dafi sich beim Reibungskoeffizienten der EinfluB geltend mache, den wir 
nach der Theorie erwarten mussen.
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Trifft namlich ein Schwarm mit der Geschwindigkeit v bewegter Mole 
kule ein anderes Molekiil, das wir uns der Bequemlichkeit halber als unbewegt 
vorstellen, so ist dies vergleichbar mit dem Fall, dafi ein Wellenzug von ge- 
wisser Wellenlange A ein Blattchen von dem Durchmesser 2 <r triff't. Es tritt 
dabei eine (Fraunhofersche) Beugungserscheinung ein, welche gleich ist jener, die 
von einer gleich groBen Offnung geliefert wurde. GroBe Beugungswinkel treten 
dann auf, wenn A von der Grofienordnung cr oder groBer ist. Es werden also 
aufier der nach der Mechanik auftretenden Stofiablcnkung dann auch noch 
mechanisch nicht begreifbare Ablenkungen der Molekule von ahnlieher Ilaufig- 
keit wie erstere auftreten, welche die freie Weglange verkleinern. Es wird 
also in der Nahe jener Temperatur ziemlich plotzlich ein beschleunigtes Sinken 
der Viskositat mit sinkender Temperatur einsetzen. Eine Ahschatzung jener 
Temperatur gemaB der Beziehung A = cr liefert fur H 2 56°, fur lie 40°. Natiir- 
lich sind dies ganz rohe Schatzungen; dieselben konnen aber durcli exaktere 
Rechnungen ersetzt werden. Es handelt sich hier um eine neue Deutung der 
von P. GUNTHER auf NERNSTS Veranlassung bei Wasserstoft" gewonnenen experi- 
mentellen Ergebnisse iiber die Abhangigkeit des Viskositatskoeffizienten von 
der Temperatur, zu deren Erklarurig NERNST bereits eine quantentheoretische 
Betrachtung ersonnen hat 1 .

§ 10. Zustandsg-leichuiig' des g-esattigien idealen Gast^w. Bemerkung-cn 
Theorie der Zustandsgleichung" der Gase und zur Elektroiientheorie der Metalle.

Im § 6 wurde gezeigt, dafi fur ein mit »kondensierter Substanz« im (Jleieh- 
gewicht befindliches ideales Gas der Entartungsparameter A gleich i ist. Kon- 
zentration, Energie und Druck des mit Bewegung ausgestatteten Teiles der 
Molekule sind dann gemafi (i8b), (22) und (15) (lurch T allein bestimmt. Es 
gelten also die Gleichungen

, 1 3

(39)

(40n 2.615

(402.15

Dabei bedeutet: v\ die Konzentration in Molen,
N die Zahl der Molekule im Mol, 
M die Molmasse (Molekulargewicht).

Man findet mit Hilfe von (39), daB die wirklichen Gase keine solchen Werte 
der Dichte erreichen, daB das entsprechende ideale Gas gesattigt ware. Jedoch 
ist die kritische Dichte des Heliums nur etwa funfmal kleiner als die Sattigungs- 
dichte *] des idealen Gases von gleicher Temperatur und gleichem Molekular 
gewicht. Bei Wasserstoff ist das entsprechende Verhaltnis etwa 26. Da die

1 Vgl. W. NERNST, Sitzungsber. 1919, VIII, 8.118.   P. GUNTHER, Sit/ungs her. 1920. 
XXXVI, S. 720.

Sitzungsber. phys.-math. Kl. 1925. (2)
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wirklichen Gase also bei Dichten existieren, welche der GroBenordnung nach 
der Sattigungsdichte nahekommen und gemafi (41) die Entartung den Druck 
erheblich beeintluBt. so wird sich, wenn die vorliegende Theorie richtig ist,' 
ein nicht unerheblicher QuanteneinfluB auf die Zustandsgleichung bemerkbar 
machen; insbesondere wird man untersuchen mtissen, ob so die Abweichungen 
von dem VAN DER VAALSchen Gesetz der ubereinstimmenden Zustande erklart 
werden konnen 1 .

Ubrigens wird man auch erwarten mtissen, daB das im vorigen Para- 
graphen genannte Beugungsphanomen, welches ja bei tiefen Temperaturen eine 
scheinbare Vergrofierung des wahren Molekulvolumens erzeugt, die Zustands 
gleichung beeinflusse.

Es gibt einen Fall, in welchem die Natur das gesattigte ideale Gas 
moglicherweise im wesentlichen realisiert hat, namlich bei den Leitungs- 
elektronen im Innern der Metalle. Die Elektronentheorie der Metalle hat 
bekanntlich das Verhaltnis zwischen elektrischer und thermischer Leitfahig- 
keit mit bemerkenswerter Naherung quantitativ erklart (DRUDE-LoRENTZsche 
Formel) unter der Annahme. daB im Innern der Metalle freie Elektronen 
vorhanden seien, welche sowohl die Elektrizitat als die Warme leiten. Trotz 
dieses grofien Erfolges wird aber jene Theorie gegenwartig nicht fur zutreffend 
gehalten, unter anderem deshalb, weil sie der Tatsache nicht gerecht werden 
konnte, daB die freien Elektronen zur spezifischen Warme des Metalles keinen 
merklichen Beitrag liefern. Diese Schwierigkeit verschwindet aber, wenn man 
die vorliegende Theorie der Gase zugrunde legt. A us (39) folgt namlich, 
daB die Sattigungskonzentration der (bewegten) Elektronen bei gewohnlicher 
Temperatur etwa gleich 5.5   io~~ 5 ist, so daB nur ein verschwindend kleiner 
Te.il der Elektronen zur thermischen Energie einen Beitrag liefern konnte. 
Die mittlere thermische Energie pro an der thermischen Bewegung teilneh- 
mendem Elektron ist dabei etwa halb so groB wie gemaB der klassischen 
Molekulartheorie. Wenn nur sehr kleine Krafte vorhanden sind, welche die 
nicht bewegten Elektronen in ihrer Ruhelage festhalten, so ist auch begreiflich, 
daB diese an der elektrischen Leitung sich nicht beteiligen. Moglicherweise 
konnte sogar Wegfall dieser schwachen Bindungskrafte bei ganz tiefen Tem 
peraturen die Supraleitfahigkeit bedingen. Die Thermokrafte warden auf 
Grund dieser Theorie uberhaupt nicht begreiflich sein, solange man das Elek- 
tronengas als ideales Gas behandelt. Naturlich ware einer solchen Elektronen 
theorie der Metalle nicht die MAxwELLSche Geschwindigkeitsverteilung zu 
grunde zu legen, sondern diejenige des gesattigten idealen Gases nach vor- 
liegender Theorie; aus (8), (9), (11) ergibt sich fur diesen speziellen Fall:

  i

E* dE d W = konst g  . (42)

1 Dies ist nicht der Fall, wie ich nachtraglich durch Vergleich mit der Erfahrung gefunden 
Jia.be. Der gesuchte EinfluB wird durch molekulare Wechselwirkungen anderer Art verdeckt.
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Beim Durchdenken dieser theoretischen Moglicllkeit kommt man zu der 
Schwierigkeit, daB man zur Erklarung des gemessenen Leitvermogens der 
Metalle fur Warme und Elektrizitat wegen der sehr geringen Volumdichte 
der Klektronen, die sich nach unseren Ergebnissen an der thermischen Agi 
tation beteiligen, sehr groBe freie Weglangen armehmen rnuB (Grofienordnung 
io~ 3 cm). Audi scheint es nicht moglich zu sein, auf Grund dieser Theorie 
das Verhalten der Metalle gegeniiber ultraroter Strahlung (Reflexion, Phnission) 
zu begreifen.

§ 11. Zustaiidsgleichung1 des ung-esattig-ten Gases.
Wir wollen nun die Abweichung der Zustandsgleichung des idealen 

Gases von der klassische$ Zustandsgleichung im ungesattigten Gebiet genauer 
betrachten. Wir kniipfen hierfur wieder an die Gleichungen (15), (iSb) und 

an.
Wir setzen zur Abkiirzung

und stellen uns die Aufgabe, z als Funktion vori y auszudriicken (z — * (?/)). 
Die Losung dieser Aufgabe. welche ich Hrn. J. GROMMER verdanke, beruht 
auf folgendem allgemeinen Satz (LAGKANGE):

Unter der in unserem Falle erfiillten Bedingung, da!3 y und z fiir A   o 
verschwinden, und daB y und z in einem gewissen Bereich um den Nullpuukt 
regulare Funktionen von A sind, besteht fiir hinreichend kleine y die TAYLOR- 
sche Entwicklun v 'J * . .- (43)
wobei die Koeffizienten aus den Funktionen y(\] und z(X) verm6ge der Re- 
kursionsformel dargestellt werden konnen

jL
d'(z) dl^ f (44)

Man erhalt so in unserem Falle die bis A = i konvergente und zur Aus- 
rechnung bequeme Entwicklung

z — y — o.i768y 2   

Wir fiihren nun die Bezeichnungeri ein
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Dann gelten fiir das ungesattigte ideale Gas, d. h. zwischen y = o und y = 2.615 
die Beziehungen

wobei gesetzt ist
A3 A3y =

(190) 

(22 c)

(i8c)

(27TMRT)

Aus (i9b) erhalt man fiir die auf das Mol bezogene spezifisclie Warme bei 
konstantem Volumen c :

Wir geben zur leichteren tlbersicht eine graphisclie Darstellung der Furik- 
tionen F(y) und (r(y)

Z3

1,2

1,1

1,0 

0.9 

0,8

0,7

0,6 

0.5
0,5 1,0 1,5 2,0 2,5y 2.615

Beriicksiclitigt man den annahernd linearen Verlauf von F(y), so ergibt sich 
fiir p die gute Naherungsgleichung

p = R Ty

Dezember 1924.

1 0.186  

2TTMRT)
[22 d)

Ausgegeben am 9. Februar.

Berlin, gedruckt in der Reiehsdruekerei.
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